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Introduction

Suite & de nombreux travaux dans ce domaine [1, 6, 9, 18] nous proposons dans [2] un modele
physique pour I’étude numérique des écoulements de mélanges de deux phases non-newtoniennes.
Les fluides dits visco-élastiques possedent une mémoire des déformations antérieures, leur com-
portement ne peut donc pas étre prédit par les lois usuelles des fluides newtoniens. Par
conséquent, une loi constitutive de type Oldroyd sera ajoutée aux classiques équations de Navier-
Stokes pour modéliser I’écoulement. Dans le modeéle considéré, afin de prendre en compte le car-
actere diphasique de I’écoulement, un champ scalaire décrivant la concentration d’un fluide dans
le mélange est introduit. L’interface entre les deux fluides est supposée diffuse de sorte que les
deux phases peuvent étre mélangées. Il en résulte un systémes d’équations couplant les équations
de Navier-Stokes, la loi constituitive de type Oldroyd et une équation de Cahn-Hilliard. Dans
un tel modele, les deux phases sont incompressibles mais peuvent avoir des densités différentes.

Dans la premiere partie, nous donnons une dérivation du systéme couplé Cahn-Hilliard-Navier-
Stokes-Oldroyd. Une mise sous forme adimensionelle permet d’introduire quatre grandeurs
indépendantes, caractéristiques du modele.

Une approche par “splitting” pour la résolution numérique est présentée dans la partie 2. Ce
schéma est une extension de celui proposé dans [1] dans le cas de fluide newtonien. Nous nous
intéressons donc ici plus précisemment a la discrétisation de la loi constitutive et nous proposons
un schéma de type exponentiel pour la discétisation en temps. En conclusion de cette partie,
nous décrivons la discrétisation spatiale utilisée, et en particulier concernant les termes de con-
vection pour lesquels nous avons implémenté la méthode de Runge-Kutta.

Une derniere partie est consacrée aux simulations numériques. De premiers résultats sont
présentés concernant les cisaillements a la fois monophasiques et diphasiques. Dans le pre-
mier cas, la différence de comportement entre les fluides newtoniens et visco-élastiques est mise
en évidence. Dans le second, nous observons les décompositions spinodales et structurations des
phases dans les cas newtoniens et non-newtoniens.

La raison de l'intéret pour les écoulements visco-élastiques est 1ié aux nombreuses avancées tech-
nologiques concernant les mélanges de gouttelettes, les sprays, les élongations de fibres... Nous
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présentons deux applications numériques allant dans ce sens. Tout d’abord un test d’allongement
de fibres réalisé en collaboration avec A. Colin et O. Greffier au Centre de Recherche Paul Pascal
(Bordeaux) puis des expériences de remplissage de cuves mettant en évidence la formation plus
importante de bulles dans le cas visco-élastique que dans le cas newtonien.

1 Dérivation du modele

1.1 Loi constitutive pour le tenseur des contraintes : cas monophasique

Les lois de Newton pour un fluide newtonien stipulent que la contrainte appliquée & un élément
de fluide est proportionnelle & la déformation que subit cet élément. Pour des fluides plus com-
plexes tels les fluides visco-élastiques, nous devons définir une loi plus générale liant le tenseur des
déformation et le tenseur des contraintes. Cette relation peut étre vue soit sous forme intégrale,
mettant en avant les effets “mémoires” d’un fluide soit sous forme différentielle. Puisque nous
voulons obtenir en dernier lieu un systéme d”équation différentielle, c’est cette derniére option
que nous allons choisir. Il faut signaler que de trés nombreuses lois existent et chacune d’elle est
une loi empirique convenant dans une situation physique précise (voir par exemple [15]).

La loi constitutive que nous allons utiliser par la suite est due & J.G. Oldroyd [17]. Elle peut
étre vue comme une généralisation d’un modeéle mécanique simple monodimensionnel (modele
de Jeffrey, [14]). Si on note 7 le tenseur des contraintes et D(v) celui des déformations, le
modele d’Oldroyd reliant ces deux quantités s’exprime ainsi
T=2n(1—-7r)D(v)+0o, —+ —=——D(v). (1)

A étant le temps de relaxation, r le parametre de retard, n étant la viscosité du fluide. Bien
entendu, la relation obtenu dans le cadre monodimensionnel est formulé dans les variables la-
grangiennes, c’est pour cette raison que nous avons introduit I'opérateur %t qui correspond &
une dérivée convective en temps. Plusieurs modeles sont possibles pour définir cette dérivée, la
seule contrainte étant I'invariance par toute transformation galiléenne (voir [14, 17]). Dans la
littérature, les modeéles classiques ont la forme suivante :

DM oM

D—t = W +v.VM — W(V)M + MW(V) - a(D(v).M + M.D(V)),
le coefficient a € [—1, 1] est un parameétre rhéologique, D(v) et W (v) désignant respectivement
les parties symétrique et anti-symmétrique du gradient de vitesse.

1.2 Conservation de la masse

Nous allons maintenant prendre en compte la présence des deux phases dans I’écoulement. Nous
avons choisi de considérer les modeles & interface diffuse (en opposition aux modeéles & interface
singuliere). Ce type de modeéle a une origine thermodynamique et permet de décrire le systéme
final avec seulement des quantités continues (variant trés rapidement & I'interface). Les deux
fluides incompressibles considérés seront par la suite distingués par les indices 1 et 2. Pour
décrire le mélange de facon continue, nous introduisons la fraction volumique d’un des deux
fluides dans le mélange (voir [1]) :

o= @(t,.’L‘) = Wa

ou dVi est le volume occupé par la phase 1 dans le volume élémentaire dV. Pour des raisons de
compatibilité avec les modeles fréquemment étudiés [1, 5, 10], le paramétre d’ordre utilisé est
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une renormalisation de & donnée par ¢ = 2% — 1.

Les densités de chacune des phases au sein du mélange sont notées p; et po alors que les densités
des deux fluides seront définies par p(l] et pg. Les vitesses propres & chaque phase étant notées
v1 et va, on peut alors définir des quantités moyennées :

1+ ¢ 1—¢
p=pitpn pL=—g o pr=—5 9,
1 1—
vV = —;(Pvl—i— 2SOV2.

Ainsi, en accord avec les calculs effectués dans [1, 6] les équations de conservation de la masse
pour chacune des phases deviennent
div (v) =0,

dy 1—¢?

— +v.Vp + div w)=0

ot 4 ( 2 )
ou w = vi — va. Cette derniére équation d’évolution sur le parameétre d’ordre contient deux
termes de nature trés différente. Le premier est un terme de transport de 'interface a la vitesse
moyenne du mélange et le second est un terme de diffusion a travers l'interface, le flux de cette
diffusion étant proportionnel 4 la vitesse relative des deux phases.

1.3 Conservation de la quantité de mouvement

Afin de modéliser les propriétés hydrodynamiques du mélange, nou avons besoin d’une équation
d’évolution sur le champ de vitesse v. Dans ce but, nous écrivons les équations de conservation
de la quantité de mouvement pour chaque phase :

0 (pivi)

—g — div(Z) + div (pivi @ vi) =Fy, i=1,2

ou F; désigne les forces volumiques extérieures appliquées a chaque fluides et X; le tenseur des
contraintes des deux phases.

Forces intérieures : Le tenseur des contraintes totales s’écrit 3; = —p;Id + 7; ou la pres-
sion hydrostatique correspond & la partie diagonale. Nous supposons qu’il existe des quantités
moyennes p et 7 définie par (voir [18]) :

R 1—-¢ 1+ 1—¢

2 D, Pp2= Tpa T1 = TTa T2 = 9 T.

b1

La aussi, comme dans le cas monophasique (voir partie 1.1), pour dériver une loi constitutive
pour le mélange de deux phases nous supposons que le tenseur des contraintes 7 se décompose
en une partie purement newtonienne et une partie purement élastique. Plus précisement, nous
faisons I’hypothése que 7 a un comportement rhéologique identique au cas monophasique (voir
équation (1)), les coefficients 7, A et r apparaisant sont choisis en fonction des coefficients 7;, A;
et r; de chacune des phases de la fagon suivante (voir [7, 18]) :

m(p) = HT(pn(w), n2(p) = 1_7%7(90)-

1+ 1-— 1+ 1-—
A= 2(p)\1+ 2(’0)\2, r= 2(pT1+ <,0r2.
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Il est important de noter que le modeéle obtenu permet de traiter aussi bien les cas monophasiques
(en choisissant par exemple ¢ = 1) que les cas diphasiques.

Forces extérieures : Elles sont de trois types différents. Les forces de gravité, les forces de
frottement entre les deux phases et les forces dues aux interactions chimiques :

F1 =p1g —&(p)w —p1Vur , Fa2 = pag +&(p)w — p2Vuo.
A. Onuki [18] suggere d’écrire les potentiels chimiques sous la forme suivante

= nole) + 298y = () - 20
1= Mo 57N A 2=polY) — 5735

20(p) Op ' 2p(p) Op’
ou uo(yp) représente le potentiel d’'un mélange uniforme de composition . Les autres termes
décrivant la non-uniformité du mélange, prenant en compte 1’energie libre de Gibbs données par
une expression du type

oOF
S — _AAp + EF'(0).
e ¢+ EF'(p)

Les constantes physiques A et E décrivent les propriétés de I'interface (voir par exemple [1, 8]).
La fonction F' est le potentiel de Cahn-Hilliard dont un choix physiquement est donné par une
expression de type polynomiale [4] :

F(p) = C1pt — Chp?, C1 >0, Cy > 0.

1.4 Modele final

Suivant la philosophie des modeles & interface diffuse, les deux équations de conservation de
la quantité de mouvement obtenues permettent d’avoir deux équations d’évolution, I'une sur la
vitesse moyenne v, I'autre sur la vitesse relative w. Nous ne donnons pas les détails de ces calculs
ni de 'analyse dimensionelle du systéme qui permet de négliger certains termes devant d’autres
dans des considérations physiques raisonnables (ces calculs sont entiérement décrits dans [1, 6]).

Pour ’adimensionnement du systeme, il est usuel d’introduire les grandeurs caractéristiques suiv-
antes (toutes les quantités surmontées d’une barre correspondant & des grandeurs de référence :
L pour la longueur, T pour le temps...)

Re = pvL/7, le nombre de Reynolds,

K = E/pw?, le nombre capillaire,

Pe = p3/Bp?, le nombre de Peclet,

We = We(p) = Mp)/T, le nombre de Weissenberg.

Finalement, le systéme adimensionné couplant a la fois le parametre d’ordre ¢, la vitesse v et
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le tenseur des contrainte o a la forme suivante :

( 0 0
pe—pPi\1—p
p((p):]'_<2 1) )
p 2

de L. B(y) K 2 !
t—l—vVgo edlv( \Y 0, W a’Ap + F'(p),

ov

p(a +v.Vv) — % div (2n(<p)(1 — r(go))D(v)) +Vp—dive

0 0 2
P2 —pP1\1—¢ 7
= +IC< — ) V<—>+IC.V,
rg 5 5 p p-V
div (v) =0,

Do o _ )y ;.
\ Dt + We(p) Re We(<p)D( )

ot B(yp) = (1 — ¢?)%/8¢(¢p) (coefficient de mobilité) et o mesure 1’épaiseur de 'interface.

La structure de ce systéme est maintenant claire : il est composé d’une équation de Cahn-Hilliard
comprenant un terme de transport, d’une équation de Navier-Stokes avec deux termes sources
(capillaire et visco-élastique) et d’une équation d’Oldroyd donnant I’évolution de la contrainte
visco-élastique.

1.5 Conditions au bord

Pour compléter cette description physique, nous spécifions les conditions au bord du domaine.
Concernant la vitesse, nous choisirons des conditions de type Dirichlet ou Neumann selon les
tests réalisés (couplant parfois ces deux types de conditions, voir partie 3) :

ov -
vV =, ou o= 0 (n : normale unitaire sortante).
n
Si on impose la non-diffusion & travers les parois ainsi que ’angle de contact de 'interface avec
cette paroi (ici en supposant que cette angle est un angle droit), nous avons

op
5 =0

op _

on =0

Actuellement, il n’y a pas de théorie mathématique compléte permettant de définir de fagon
satisfaisante des conditions au bord pour la contrainte o [11, 15]. Néanmoins, en ce qui concerne
les problémes numériques qui nous préoccupent (partie 3), des conditions au bord peuvent étre
déterminées car il ne s’agit que d’injections de type Poiseuille (voir [19] pour un calcul de
conditions au bord dans ce cas).

2 Schéma numérique

Au cours de cette partie, nous proposons une approximation numérique du systéme précédent
dans le cas bi-dimensionnel. Dans toutes les applications, le domaine d’étude sera rectangulaire
et la seule différence sera la donnée de la condition initiale et des conditions au bord.
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2.1 Discretisation en temps

Nous utilisons une méthode de pas fractionnaire. Les trois étapes correspondent & la résolution
de trois équations principales du systéme (2).

Equation de Cahn-Hilliard : Connaissant @™, u™ et v (les valeurs de ¢, i et v & 'instant "),
la premiére étape consiste & résoudre I’équation de Cahn-Hilliard sans le terme de transport. Le
principe est d’effectuer une #-méthode avec 8 = 0.6 pour assurer la stabilité asymptotique. Une
méthode de point fixe (ou dans de rare cas un algorithme de Newton) est utilisé pour résoudre le
systéme non linéaire obtenu [1]. Pour le terme de transport de cette premiére équation (comme
pour les autres termes de transport) nous utilisons un schéma de type Runge-Kutta d’ordre 3 :
par exemple sur une équation du type d.¢ + v.Vy = 0, nous proposons

1 1
T = " — ALK (") + S KR (") — 2dtP KR ("),
ou K(f) = u.Vf. Une discrétisation spatiale de cet opérateur est proposée dans la partie 2.2.2.

Equations de Navier-Stokes : La méthode utilisée est implicite pour la pression et les termes
visqueux, explicite pour les termes d’inertie et les termes couplés :

1 vt —yn 1 1 1 1 1
i (7) — —div 29" (1 — P D(v")) + Vp" = div o™

dt Re
0 1— n+1)\2 n+1
P (<f2> ) v (u

0
+ (v.Vv)" 4 pitg 4 P2

pn—l—l ) + }C/‘n—l—l'v@n—'—l’

div (v*t1) =0,

n+1 n+1

ntl et r

oll nous avons introduit p n pour simplifier p(¢" 1), n(0" 1) et r(¢" ). Finale-
ment, une méthode du lagrangien augmenté permet de résoudre ce probléme de Stokes [12].

Equation d’Oldroyd : La derniére étape est celle permettant de déterminer "1 en con-
naissant v, ¢ et o & 'instant t". Pour cela, il est utile de récrire ’équation d’évolution en la
contrainte sous la forme suivante (identifier les tenseurs d’ordre 2 et les vecteurs de R*) :

oo 1 2n(p)r(p)
— 4+ | ————Id—M, ).o =———""—"=D(v).
o+ (gt M) o = 20 00)

La matrice M, étant clairement déterminée par la donnée de la vitesse v. Nous trouvons de
maniere exacte la solution de cette équation linéaire :

ol = o(t" +dt) = e_dt(mld_MgH).a'”

tn+1

2n((s))r(p(s)) n+1 1
+ /t“ Welo(s) e:vp((s t )(We(cp(s))ld Ma(s))>.D(v(s))ds.
Nous approximons l'intégrale du second membre de fagon & avoir une bonne dégénerescence
dans le cas de petits nombres de Weissenberg, et en particulier dans le cas de fluide purement
newtonien (i.e. We = 0). L’expression de ™! s’écrit :

1 +1 n+1,.n+1
ntl _ e—dt(ﬁ—www)ld—MQ ).a'" 2n" iy

We(gon—kl)
La derniere étape consiste a déterminer I’exponentielle de la matrice M,. Cette matrice étant
de taille 4 ce calcul est réalisé directement en déterminant les valeurs propres et vecteurs propres
de M,. Nous ne donnons pas ici tous les détails (voir [2]) mais une remarque essentielle est que
la propriété de symétrie du tenseur est préservée. Plus précisemment, si la donnée initiale o (0)
est symétrique alors o™ sera symétrique pour tout n € N.

o it e Fmmr M) by
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2.2 Discrétisation en espace
2.2.1 Traitement des conditions au bord

Le domaine est supposé rectangulaire et nous utilisons la méthode des différences finies. Le
maillage (de type MAC) est formé d’une grille de N x M cellules uniformes ou les inconnues
sont prises soit au centre de la cellule (pour la pression, les termes de contrainte et le parameétre
d’ordre) soit sur les milieux des cotés (pour la vitesse). De plus, pour adapter treés facilement la
méthode aux nombreuses conditions au bord envisagées (voir la partie 1.5), nous avons introduit
des inconnues artificielles autour du domaine physique.

2.2.2 Schéma pour les termes de convection

En ce qui conserne les termes de convection (aussi bien sur ¢ que sur v ou ¢) nous avons proposé
une discrétisation en temps de type Runge-Kutta (voir partie 2.1). Une discrétisation spatiale
de Popérateur K(f) = u.V f est nécessaire. De plus il est important que cette discrétisation soit
L*°-stable (physiquement, le paramétre d’ordre ¢ doit toujours rester entre 1 et —1). Dans [2],
nous proposons un schéma, centré en espace muni de limiteur de flux de fagon & vérifier de telles
propriétés. Plus précisement, nous prouvons la

Proposition 2.1 Sous la C.F.L. suivante

dt

dt
52 1“%3X(|“i+1/2,j| + [ui1/2,51) + 5 193X(|Uz’,j+1/2| +|vij1yel) < 1. (3)

le schéma construit est LP-stable pour tout p > 1.

2.3 Propriété de stabilité du schéma exponentiel

Nous montrons aussi dans [2] que le schéma original introduit pour discrétiser la loi constitutive
(partie 2.1) est stable sous certaines conditions. Le résultat est prouvé dans le cas du choix
d’une dérivée corotationnelle pour la contrainte (a = 0) et dans le cas monophasique (¢ = 1) :

Proposition 2.2 Le schéma exponentiel est L?-stable sous les conditions (3) et

(1 —r)We?

dt <
4nr?

< (4)
La condition de stabilité (4) n’est en général pas trés contraignante pour des valeurs physiques
de We et r. De plus, pour un fluide newtonien cette condition devient dit < +oc.

3 Simulations numériques

3.1 Canal sous cisaillement

Nous présentons ici un exemple de test dans lequel le comportement d’un fluide visco-élastique
est trés différent de celui d’un fluide newtonien. Nous considérons un écoulement dans une
cellule de Couette (ramenée ici & un canal bidimensionnel avec des conditions de périodicité sur
deux des cotés : voir la figure 1).

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressé au contexte monophasique pour lequel il est
connu qu’un régime stationnaire est rapidement atteint (en initialisant avec une vitesse nulle).
Pour ce régime stationnaire, la vitesse ne dépend que de la variable transverse y et cette vitesse
est linéaire en y (voir [1]). Dans le cas visco-élastique, si on cherche des solutions stationnaires
du méme type (c’est & dire ne dépendant que de la variable transverse) nous montrons qu’il peut
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u=1

Y —=
1
v=(u(y),0)
X
0 B
u=-1

Figure 1: Conditions au bord pour la cellule de Couette

exister, selon les valeurs des parameétres r, a et We plusieurs solutions (toutes ont des profils
affines par morceaux). Ces résultats mathématiques [2, 16] ont été vérifiés numériquement. Le
test proposé ici correspond aux valeurs r = 0.9, We = 1 et a = 0. Nous montrons (figure 2) les
profils de vitesse, la pression ainsi que le premier coefficient de la contrainte au temps ¢ = 200.

Profil vitesse Pression Contrainte

)

211

Figure 2: Fluide visco-élastique sous cisaillement

Un autre résultat mathématique que nous avons pu vérifier concerne I'instabilité du profil linéaire
en vitesse. En effet, C. Guillopé et J.C. Saut [13] affirment que pour certaines valeurs de r, a et
We le profil linéaire est instable. En prenant de telles valeurs, nous avons obtenu une destabili-
sation du profil linéaire [2].

Une étude de la décomposition spinodale sous cisaillement a ensuite été réalisée. Cette expérience
consiste & placer deux fluides (de densités identiques) dans un systéme de Couette-Taylor en im-
posant des conditions de cisaillemnt sur le champ de vitesse. La température est initialement
portée sous la température critique ce qui impose la séparation des deux phases. Dans le cas
newtonien, une fois les deux phases séparées, 'influence du cisaillemnt se fait sentir et les deux
phases s’organisent sous forme de bandes paralléles [1, 3].

Nous avons réalisé des tests identiques avec un mélange visco-élastiques/newtonien. Initialement,
les deux phases sont au repos et mélangées, les parametres de visco-élasticité étant r = 0.9,
We = 10 et a = 0. Il apparait que le temps de formation de bandes paralleles est nettement
plus long dans ce cas que dans le cas purement newtonien. La figure 3 montre les résultats
aux instants £ = 10 et ¢ = 100. Sur la gauche, nous montrons le parameétre d’ordre, le fluide
blanc étant le fluide newtonien alors que le noir est le fluide visco-élastique. Au milieu, nous
avons representé le profil des vitesses transverses et sur la droite, la premiére composante de la
contrainte (voir [16] pour une explication mathématique).

3.2 Etirements de fibres

Cette partie a été réalisée en collaboration avec A. Colin et O. Greffier au C.R.P.P. (Bordeaux).
L’expérience physique consiste & injecter un fluide dans un autre a 1’aide d’une buse tout en
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Mélange newtonien Mélange visco-élastique

t=10

t=100

Figure 3: Décomposition spinodale sous cisaillement

tirant cette buse vers Parriére (voir figure 4). Nous avons négligé V'effet de la gravité, les deux
fluides ont des densités supposées égales alors que la viscosité du fluide injecté est 10 fois plus
importante que celle de 'autre fluide [7]. Deux cas de figure peuvent étre envisagés : soit le jet

¢ v”‘
‘/

i FLUIDE 1

FLUIDE 2 V_>

i

Figure 4: Processus expérimental

se brise en goutelettes, soit le jet produit un long filament. Les deux modes obtenus dépendent
uniquement des deux vitesses imposées, la vitesse d’injection et la vitesse de déplacement de la
buse. L’apparition de ces deux régimes peut étre résumé dans un diagramme de phase. En ce
qui concerne le cas newtonien (lorsque les deux fluides sont newtoniens) le diagramme de phase
est le méme dans le cas des expérimentations physiques et numériques. Nous avons obtenu le
diagramme de phase pour des fluides non-newtoniens et ainsi comparé les résultats (figure 5).

vitesse vitesse
d'injection d'injection

R . = mode continu 5] . . = mode continu
@ mode pointillé @ mode pointillé
2 mode indéfini

vitesse 0 d s vitesse
de déplacement de déplacement

Figure 5: Diagrammes de phase newtonien (gauche) et visco-élastique (droite)
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Figure 6: Comportement du jet visco-élastique dans le cas vinj = vgis = 1

D’autres aspects dus aux effets visco-élastiques ont été observés, par exemple la différence de
forme du jet & la sortie de la buse dans le cas newtonien et dans le cas visco-élastique [14],
Papparition d’instabilité de Rayleigh & des vitesses relativements petites [2]...

3.3 Remplissage de cuve

Dans cette derniére expérience, un fluide (noir) est injecté dans une cuve contenant initialement
lautre fluide (blanc). La gravité est ici prise en compte et le fluide injecté est 1000 fois plus
dense que 'autre fluide (rapport eau/air). Nous remplissons la cuve jusqu’au trois cinquiémes
avant d’arréter I'injection et d’observer la stabilisation.

Plusieurs tests ont été réalisés (voir [2]) : newtoniens ou visco-élastiques. Le résultat que nous
présentons ici (figure 7) correspond au cas totalement visco-élastique (les deux fluides ont des
propriétés d’élasticités), la vitesse d’injection est égale & 3 (nous stoppons donc le jet au temps
t = 6). Dans ce cas, de nombreuses bulles sont formées ce qui perturbe la stabilisation. Ce
phénomene est bien connu des physisiens et est la cause de trés nombreux problemes dans
I'industrie.
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t=3 t=6 t=7 t=9

Figure 7: Remplissage de cuve : cas visco-élastique
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